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Mirostaw Szreder’

Wartos¢ poznawcza mediany i dominanty

w analizie ptac

Motto:

Variation itself is nature’s only irreducible essence.
Variation is the hard reality, not a set of imperfect
measures for a central tendency.

[Gould, 1985]

Dla ekonomistéw jest na og6t jasne, ze kazda proba za-
stapienia informacji o cesze ciaglej, czyli na przyklad
0 wysoko$ci wynagrodzen w gospodarce lub wysoko-
$ci wyplacanych emerytur, jedng miara liczbowa, musi

*Prof. dr hab. Mirostaw Szreder — dziekan Wydziatu
Zarzadzania, Uniwersytet Gdanski.

sie okazac niesatysfakcjonujaca. I nie ma znaczenia czy
miarg tg bedzie srednia arytmetyczna, mediana, domi-
nanta, czy jakikolwiek inny miernik syntetyczny. Nie
sq one w stanie wyrazic tego, co w charakterystyce tych
cech jest tak samo wazne lub wazniejsze od tendencji
centralnej. Nie informuja mianowicie w zaden sposéb
o0 zr6znicowaniu cechy (ang. variation) w opisywanej
zbiorowoS$ci. Zr6znicowanie za$, czyli rozproszenie
(dyspersja) jest — jak trafnie to ujat w przytoczonym
wyzej motcie stynny paleontolog prof. Stephen Jay
Gould (1941-2002) — nieredukowalng istota natury.
Jest twarda rzeczywistoscia, a nie zbiorem niedosko-
natych miar tendencji centralnej — dodaje S.J. Gould.
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Mimo tego statystycy wciaz postuguja sie miarami
tendencji centralnej i shusznie nie zamierzaja z tego
rezygnowac. Wazne jest jednak, aby uswiadomic so-
bie, jaka wiedze o strukturze danej cechy dostarczaja
poszczegblne miary, a wiec nie tylko jakie sg ich
ograniczenia oraz poprawna interpretacja, ale tez jaka
powinna im towarzyszy¢ narracja'.

O czym nie informuje mediana?

Motto do tego opracowania zaczerpnatem z eseju
S.J. Goulda zatytulowanego The Median Isn’t the
Message (Mediana nie jest wiadomosciq). W eseju
tym Autor pisze o medianie w rozktadzie ciaglym —
statystycznym rozkladzie czasu zycia, jaki pozostal mu
po wykryciu w jego organizmie zlo$liwego nowotworu
w 1982 roku. Z literatury medycznej, do ktérej siegnat
rychto po otrzymaniu diagnozy, dowiedziat sie, ze
jest to nieuleczalny nowotwdr otrzewnej, a mediana
czasu dalszego trwania zycia chorych wynosi 8 mie-
siecy. Polowa chorych nie dozywa o$miu miesiecy,
liczac od dnia zdiagnozowania choroby, a polowie
udaje sie przezy¢ okres dhuzszy niz 8 miesiecy. Me-
diana jednak nie daje zadnych wskazan, na jak dlugie
zycie maégt jeszcze liczy¢é Autor. Nie réznicuje ona
pacjentéw, ktorych dotknela ta choroba ze wzgledu
na wiele istotnych dla rozwoju choroby cech: stadium
zZaawansowania nowotworu, ogoélny stan zdrowotny
pacjenta, jego wiek, stan psychiczny, i wiele innych.
Warto$¢ mediany wynoszaca 8 miesiecy dalszego
trwania zycia jest prawdopodobnie przez wiele 0séb
dotknietych ta choroba — jak shusznie zauwaza Autor —
interpretowana jako przyblizony czas, jaki pozostat
im na kontemplacje zycia. Cecha mediany jest to,
Ze nie informuje w ogéle o zréznicowaniu warto$ci
(dhugosci zycia) tych jednostek, ktore znalazty sie po
jej prawej stronie, czyli chorych, ktérym dane byto
przezy¢ wiecej niz 8 miesiecy. Prof. S.J. Gould poczut
wyrazny niedosyt wiedzy o zréznicowaniu (dyspersji)
w rozkladzie dalszego trwania zycia os6b cierpiacych
na te chorobe. Nieznane mu zréznicowanie uznat
za prawdziwa, twarda rzeczywisto$é, sama esencje
natury. I trudno sie z tym nie zgodzi¢, biorac pod
uwage, ze przezyt jeszcze prawie 20 lat, a dokladnie
230 miesiecy ponad wielko$¢ mediany wynoszaca
8 miesiecy.

Wspolczesnie, kiedy odczuwamy nadmiar réz-
nych informacji, wielu z nas chcialoby, aby o danym
zjawisku opisywanym liczbami informowatl jeden
prosty i zrozumialy wskaznik. Pragnienie to wzmac-
niaja dodatkowo media, ktére w przekazach na temat
rozkladéw réznych zmiennych ekonomicznych prefe-
ruja nieskomplikowane syntetyczne mierniki, przede

1 O tym, czy liczby potrzebuja narracji pisze m.in. Na-
pidrkowski [2022], a takze Szreder [2022].

wszystkim tendencji centralnej. Coraz powszechniej
zapominamy lub tez chcemy uciec od tego co bardziej
realne, mianowicie od zréznicowania i niepewnosci.
A obie te kategorie przypominaja o tym samym, ze
nie da sie za pomoca prostych miar statystycznych
przeksztatci¢ zréznicowania cech i niepewnosci
wnioskowania w wiarygodny obraz rzeczywistosci.
Dotyczy to zwlaszcza powracajacych co jaki$ czas
dyskusji na temat najodpowiedniejszych charaktery-
styk rozkladéw wynagrodzen, a takze wyplacanych
emerytur w Polsce.

Mediana jako wartos¢ przecietna
w charakterystyce wynagrodzen

W ostatnich latach w dyskusjach tych pojawito sie
sporo uzasadnionych zastrzezeni do $redniej arytme-
tycznej plac, ktorej warto$¢ zawyzaja wysokie i bardzo
wysokie wynagrodzenia niewielkiej liczby oséb. Mimo
ze $rednia ta byla (i jest) przez instytucje statystyki
publicznej poprawnie obliczana i interpretowana, to
poczucie jej nieadekwatno$ci w opisie rozkladu wy-
nagrodzen bylo spowodowane tym, ze okoto 2/3 0séb
otrzymywalo mniejsza ptace niz wynosita Srednia aryt-
metyczna. Tak jest rowniez obecnie. Przypomnijmy,
ze w rozkladach o prawostronnej skosnosci — a takie
sa rozklady wynagrodzeni i emerytur w wielu krajach,
nie tylko w Polsce — mediana ma nizszg warto$¢ niz
$rednia arytmetyczna. Dla wiekszosci osob bardziej
wiarygodng miara przecietnej placy jest wiec wartos¢
srodkowa w rozkladzie (mediana). Polowa zatrud-
nionych otrzymuje place nizsza, a potowa wyzsza
od mediany. Z tego powodu mediana awansowata na
wyzsze niz do tej pory miejsce w popularnosci miar
przecietnego wynagrodzenia. Bywa teraz czesto po-
dawana jako jedyna miara $rednich zarobkéw.

W tym odwréceniu sie czesci ekonomistéw od
$redniej arytmetycznej i przyjeciu mediany za niemal
doskonala miare Sredniego poziomu wynagrodzen
tkwi jednak pulapka. Tak jak w dramatycznym pyta-
niu J.S. Goulda o rozproszenie dtugosci zycia wsroéd
0s6b, ktére znalazly sie po prawej stronie mediany,
tak w przypadku wynagrodzen, mediana nie ujaw-
nia zadnych prawidlowosci wsrdd tych, ktérzy maja
najwyzsze zarobki, czyli znajduja sie po jej prawej
stronie. A dodatkowo jest zupelnie nieczula na wszel-
kie wzrosty wynagrodzen tych wiasnie oséb. Krétko
moéwiac, przywiazujac sie do mediany jako liczbowej
charakterystyki przecietnego wynagrodzenia, warto
zdawac sobie sprawe z tego, Ze jej warto$¢ nie ulega
zadnej zmianie, gdy rosng zarobki 50% tych, ktérzy
zarabiaja ponad wielko$¢ mediany. Nawet, gdy za-
robki te rosna o dowolnie wysokie (nieograniczone)
kwoty! Tej stabosci $rednia arytmetyczna nie ma.
Dlatego za pozadane uzupelnienie mediany, jako miary
przecietnych wynagrodzen, nalezy uznac albo $rednig
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arytmetyczna, albo iloraz dwéch skrajnych decyli
dziewiatego (D9) i pierwszego (D1)* w rozkladzie
wynagrodzein. Iloraz D9/D1 stanowi zaréwno uzu-
pelienie mediany, gdyz reaguje on na zmiany plac
wsrdd najlepiej i najstabiej zarabiajacych, a ponadto
jest komplementarng w stosunku do wspoétczynnika
Giniego miara nieréwno$ci zarobkéw. Iloraz ten przy-
ciaga uwage ekonomistéw i jest wielkoScia szeroko
komentowana takze przez politykéw w wielu krajach.
Na przyktad w Irlandii zwraca sie uwage na to, ze
w odniesieniu do godzinowej stawki ptacy iloraz D9/
D1 jest tam wyzszy niz w wiekszosci krajéw Unii
Europejskiej (w 2018 roku wynosit 3,98, podczas gdy
np. w Danii tylko 2,37) [Nugent, 2021]. Z kolei z now-
szych danych OECD odnoszacych sie do wynagrodzen
brutto mozna wyczytac®, ze Polska z wartoscia tego
wskaznika réwng 3,45 nalezata w roku 2020 do kilku
krajow o najwiekszym zr6znicowaniu wynagrodzen
w Europie. Dziesie¢ procent najlepiej zarabiajacych
w naszym kraju otrzymywato wynagrodzenie, ktére
bylo przecietnie prawie trzy i pét raza wyzsze od
plac dziesieciu procent zarabiajacych najmniej. Takze
w odniesieniu do krajow OECD, dla ktérych wskaznik
ten przecietnie wynosit 3,33 (w roku 2020), Polska
notuje stosunkowo wysokie rozproszenie wynagro-
dzen brutto.

Ktopoty z dominanta wynagrodzen

Najbardziej kontrowersyjna miara tendencji centralnej
w przypadku wynagrodzen jest warto§¢ modalna, ina-
czej zwana dominanta. Z jednej strony budzi ona duze
zainteresowanie, zwlaszcza w Srodowisku dziennikar-
skim, gdyz uwage odbiorcéw latwo przyciagna¢ infor-
macja o tym, Ze najczesciej otrzymywanym w Polsce
wynagrodzeniem jest X zlotych. Z drugiej jednak
strony, postugiwanie sie dominanta wyrazona punk-
towo jest w rozktadach cech ciagltych (wynagrodzen,
emerytur, czasu trwania zycia) nie tylko dyskusyjne,
ale wprowadzajace w btad odbiorcow.

Dominanta w rozktadzie cechy statystycznej na-
zywa sie wartos¢, ktéra w rozkladzie tym wystepuje
najczesciej (z najwieksza czestotliwoscia). Innymi
stowy, jest to taka warto$¢ cechy, ktéra powtarza sie
u najwiekszej liczby jednostek badanej zbiorowosci.
W rozktadach cech jakosSciowych, a takze w przy-
padku cech ilosciowych skokowych dominanta, jezeli
istnieje, ma jednoznaczng interpretacje i na ogét fatwo
sie ja wyznacza (wskazuje). W rozkladach cigglych

2 W literaturze anglojezycznej, w tym takze w komuni-
katach Eurostatu i OECD cze$ciej decyl dziewiaty jest nazy-
wany 90. percentylem (P90) i analogicznie decyl pierwszy
10. percentylem (P10).

3 OECD, https://stats.oecd.org/Index.aspx?DataSetCo-
de=DEC_]I (data pobrania).

natomiast poprawnie udaje sie jedynie zinterpretowac
dominujacy przedzial, ale nie pojedyncza warto$¢
liczbowa. Przypisanie bowiem jakiej$ liczbie inter-
pretacji, ze pojawia sie ona w rozkladzie ciaglym
najczesciej, staloby w sprzecznosci z wlasciwoscia
modelu probabilistycznego opisujacego rozklad cia-
gly, a najczesciej takze z empirycznie dokonanymi
obserwacjami statystycznymi.

Modelem probabilistycznym do opisu ciaglej cechy
statystycznej jest rozklad ciagly zmiennej losowej,
charakteryzowany funkcja gestosci lub dystrybuanta.
Dla kazdego ciaglego rozkladu zmiennej losowej
prawda jest, ze prawdopodobiefistwo przyjecia przez
ta zmienna dowolnej pojedynczej wartosci liczbowej
jest rowne zeru. Gdyby za$ zamiast pojedynczej liczby
utworzy¢ wokét niej przedziat liczbowy o dowolnie
malej rozpietosci, to oczywiscie prawdopodobien-
stwo przyjecia przez zmienng losowa wartosci z tego
przedzialu ma prawo by¢ wieksze od zera. Innymi
stowy, przedziatowi, a nie pojedynczej wartosci z tego
przedziatu, mozna przypisa¢ niezerowe prawdopodo-
bienistwo realizacji. Nie mozna wiec zadnej warto$ci
liczbowej z rozkladu ciaglego przyja¢, a dalej inter-
pretowac jako najczesciej wystepujaca, bo prawdopo-
dobiefistwo jej wystapienia jest réwne zero.

Interpretowanie punktowej wartosci dominanty
w przypadku cechy ciaglej bedzie tez czesto przeczylto
rzeczywistym obserwacjom. Dana warto$¢ dominujaca
nie tylko nie bedzie wystepowala najczesciej, ale moze
w ogble ani razu nie wystapi¢ w danej zbiorowosci.
Tak jest nie tylko w przypadku wynagrodzen, ale takze
emerytur. Gdy wiec ZUS [2022, s. 9 i 22] podaje, ze
w marcu 2022 roku najwyzszy odsetek emerytow
otrzymywal emerytury z przedziatu 2000-2200 zt
i odsetek ten wynosit 8,5%, to oznacza, ze jest to
poprawnie wskazany i zinterpretowany przedziat do-
minanty. Natomiast, gdy w tym samym komunikacie
dalej stwierdza sie, ze emerytura pobierana przez naj-
wieksza liczbe $wiadczeniobiorcow, tj. przez 253,4 tys.
0s6b (4,2%), byta emerytura w wysokosci 2051,77 zi,
to nie jest to Scista informacja. Po pierwsze jest mato
prawdopodobne, aby az 4,2% oséb otrzymywato
emeryture rowng dokladnie 2051,77 zt i niemal taki
sam odsetek (4,3%) wszelkie inne kwoty z przedziatu
2000-2200 z}. Po drugie, nie mamy pewnosci, czy
podajac te kwote, ZUS nie postuguje sie przyblizona
wielkoScia, a w rzeczywisto$ci liczba oséb pobieraja-
cych emeryture réwna doktadnie 2051,77 z} jest znacz-
nie mniejsza lub oséb takich w ogoéle nie ma. Gdyby
byla to przyblizona wielko$¢ emerytury, czyli w do-
mysle ,,okoto 2051,77 z}”, to stowo ,,0koto” zastepuje
w tym stwierdzeniu pewien przedzial liczbowy, tyle
Ze z nieujawnionymi granicami. Rodzi sie wiec pyta-
nie, po co podawac przyblizona wielko$¢ punktowa
dominanty, skoro w rzeczywisto$ci reprezentuje ona
przedziat liczbowy o nieznanej odbiorcy rozpietosci?
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Za lepsze rozwiazanie nalezy uzna¢ poprzestanie na
wskazanym na wstepie przedziale 2000-2200 z1, ktéry
wsréd przedzialéw o rozpietosci 200 zt wystepuje
w rozkladzie emerytur najczesciej. W tym ostatnim
stwierdzeniu nie ma zadnych niejasno$ci podobnych
do tych, jakie rodza sie przy prébie interpretacji war-
tosci punktowej dominanty.

Interpretacja dominanty i jej rozumienie moga by¢
uwazane za klopotliwe w przypadku cech ciaglych
nawet wowczas, gdy zgodzimy sie na sformutowang
wyzej propozycje, aby dla tej grupy cech wskazy-
wac nie dominujaca wartos¢ punktowa, lecz przedziat
dominanty. W interpretacji pozostaja bowiem wciaz
obecne wyrazenia: najwyzszy odsetek, najwiecej eme-
rytéw, najwieksza liczba zatrudnionych itp. U wielu
odbiorcéw wyrazenia te, informujace o najwyzszym
odsetku lub najwiekszej liczebnosci, beda utozsamiane
z duzymi liczbami, czesto obejmujacymi wiekszo$é
(ponad 50%) jednostek catej zbiorowosci, do kto-
rej sie odnosza. Najwiekszy lub najczestszy oznacza
przeciez duzy — byliby gotowi dowodzi¢. Tymczasem,
jak wida¢ to na przyktadzie wysokosci wyptacanych
emerytur, w przedziale dominanty mie$ci sie zaledwie
8,5% wszystkich emerytow. Najwyzszy odsetek ozna-
cza tu odsetek réwny 8,5%. Podobnie jest w rozkladzie
wynagrodzen. Jesli wskazemy przedzial o niewielkiej
rozpietosci, ktéremu w rozktadzie wynagrodzen od-
powiada najwyzszy odsetek zatrudnionych, to odsetek
ten wyniesie kilka lub kilkanascie procent. Gdy za$
ten dominujacy przedzial bedzie miat wieksza rozpie-
tos¢, np. okoto 1500 zi, to odsetek mieszczacych sie
w nim zatrudnionych bedzie wyzszy i moze siegaé
30% lub wiecej. Wedlug danych GUS [GUS, 2022]
najwyzszy byt w Polsce w 2020 roku odsetek zatrud-
nionych, ktérzy otrzymywali wynagrodzenie brutto
w przedziale 50—75% przecietnego miesiecznego

wynagrodzenia, czyli od 2874,13 z} do 4311,18 zi.
Odsetek ten wynosit 29,5%. Ale i ta wielko$¢ (29,5%)
moze by¢ w odczuciu niektérych oséb zbyt mala, by
przypisywac jej termin: najwyzszy odsetek. Z tych
wlasnie powodo6w, wskazujac przedziat ptacy domi-
nujacej, za wazne nalezy uznac¢ nie tylko podanie jego
interpretacji statystycznej, ale takze informacji dodat-
kowych: o odsetku jednostek, jaki przedziat ten repre-
zentuje, oraz o rozpietosciach przedzialéw w szeregu
shuzacym do wyznaczenia przedzialu dominujacego.
W przypadku kazdego miernika statystycznego warto
zadba¢ nie tylko o jego poprawng interpretacje, ale
takze o wzbogacenie go informacjami, ktére utatwia
wlasciwe jego zrozumienie i wlasciwa narracje wsréd
odbiorcéw.

Bibliografia

Gould S.J. [1985], The median isn’t the message, Discover,
no. 6, s. 40—42.

GUS [2022], Struktura wynagrodzen wedtug zawodow
w pazdzierniku 2020 r., Gtéwny Urzad Statystyczny.
Napiorkowski M. [2022], Naprawié¢ przysztosé. Dlaczego
potrzebujemy lepszych opowiesci, zeby uratowac swiat,

Wydawnictwo Literackie.

Nugent C. [2021], Wages in Ireland are more unequally
distributed than in any other high-income EU country,
Nevin Economic Research Institute, 24 June, https://
www.nerinstitute.net/blog/wages-ireland-are-more-
unequally-distributed-any-other-high-income-eu-
country.

OECD, https://stats.oecd.org/Index.aspx?DataSetCode-
=DEC_I.

Szreder M. [2022], Czy liczby potrzebuja narracji? Biule-
tyn PTE, nr 4(99), s. 44-46.

ZUS [2022], Struktura wysokosci $wiadczen wyptacanych
przez ZUS po waloryzacji w marcu 2022 roku, Zaktad
Ubezpieczen Spotecznych.

Unikatowy numizmat na 500. rocznice wygloszenia traktatu ,,De aestimatione monetae”.
Zrodio: https://www.mennica.com.pl/o-nas/aktualnosci/szczegoly/unikatowy-numizmat-na-500-rocznice-wygloszenia-traktatu-

de-aestimatione-monetae.

Biuletyn PTE nr 1(100). Marzec 2023 31

>
-
-
<
P
c
=<




